4. cviceni - teorie

Véta 20 (derivace slozené funkce). Necht r,s € N a necht G C R*, H C R” jsou oteviené
mnoziny. Necht ¢1,...,¢0, € CHG),f € CY(H) a bod [p1(x),...,0-(x)] € H pro kazdé
x € G. Potom slozené funkce F' : G — R dana pfedpisem

F(z) = f(p1(@), p2(2), ..., or(2)) 2 € G,

je tiidy C! na G. Necht a € G a b= [p1(a),...,pr(a)]. Pak pro j € {1,...,s} plati

T

OF of . Op;
—(a) = b .
8:1,‘j (CL) zz; 6yz 8{[}j (CL)
Véta 21 (zaménnost parcialnich derivaci). Necht i,7 € {1,...,n} a funkce f ma na okoli

9 f 9 f

bodu a € R™ obé parcialni derivace Ow,0z; & Duy0m0 & tyto funkce jsou v bodé a spojité. Pak

plati
0’ f 0 f
8%83:3- (a) - 8xj8xi (a)

Véta 22 (o implicitni funkci). M&me otevienou mnozinu G C R™™! a bod [zg,y0] € G.
Uvazujme funkci F' : G — R spliwujici:

(i) FecClq),
(ii) F(wo,y0) =0,
(iif) %5(56‘0790) # 0.

Pak existuje U okoli bodu zo (v R™) a okoli V' bodu yo (v R) takova, ze pro kazdé = € U
existuje pravé jedno y € V spliwjici F(z,y) = 0. Oznaime-li tot y jako ¢(z), pak takto
vznikla funkce ¢ € C1(U) a

oF
o O, (z, o(x)) )
—(x)=—F2F——prozecUje{l,...,n}
ox, T (0 0(2))

Poznamka. Vzdy plati, ze p(z¢) = yo.

Definice (Te¢na nadrovina). Necht G € R”,a € G, f € C'(G). Pak graf funkce
T(x) = f(a)+ Y f1,(a) - (z; — as)
i=1

je teénd nadrovina ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)].

Poznamka (Prohozeni soutfadnic). Chceme-li ukazat, ze zadand rovnost urcuje implicitné
zadanou funkci jinych proménnych, nez obvykle, sta¢i v postupu prohodit soufadnice. Vizte
priklad niZe.
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Piiklad. Ukazte, Ze rovnice 22 4 y? = 1 ur¢uje na okoli bodu [1,0] implicitné zadanou funkci
¢ proménné y. (nikoli proménné x).

Postup bude stejny, akorat tam, v postupu prohodime vyskyty FJ, Fé - tj. pri ovéfovani
(i11) ve vété 22 budeme zjistovat, zda F.(xg,yo) # 0 atd.

Navod

e anulujeme rovnici a nenulovou stranu ozna¢ime jako F(x,y), resp. F(x,y, 2)
e spocteme parcialni derivace

e ovéiime predpoklady véty 22

dle véty 22 spocteme ¢, (o, Y0), resp. ¢%(Zo, Yo, 20), ¥y (0, Yo, 20)

e dosadime spoctené do te¢né nadroviny z definice

Vypocet druhé derivace ¢ pomoci fetizkového pravidla (véty 20)
Mame ¢'(z) = —

Zderivovanim podle x dostaneme

g File o(@) - Fy(z,9(2) = Fi(z,¢(2)) - 50 Fy(x, ¢(x))
5 .
(£ (z, p(2)))
Podle fetizkového pravidla plati nasledujici.

0

¢ (r) =

, Ox

%F;:(ac,go(x)) = (F;(w,QO(UU))I : a*x(w) + (F;(x,go(w))y ' %(x) -
= F, (z.0(2)) + Fy, (z,0(x)) - ¢ (2)
O Ffep@) = (e @), - 2 (@) + (Bl p@), - 22 () =

Dostavame tedy, ze

(Fi,+ Fly ) Fy— Fy - (F + FY, )
(Fp)*

/1

Y ==
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